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ABSTRACT

The infinite series is an infinite sum of elements of a sequence of rea numbers. A
main thing related to the infinite series is to determine its convergence (convergent or
divergent). Purpose this research were to anayze and determine a comparison and
characteristics of each convergence test, such as: D'Alembert test, Raabe test, Gauss's test,
Cauchy's Root Test, and Logarithm Test. A method used descriptive method by analyzing
theories relevant to the problems discussed and based on literature study.The results
showed that each convergence test had characteristics for its convergence test. The
D'Alembert Ratio test is easier to use in a series that contains the formn! ,r", and n". Raabe
test used if the ratio test obtained value limit comparison is, so the test does not give
conclusion. Whereas logarithmic test is used in the infinite series that contains the
logarithmic form. The Cauchy n-th root test, can be used to determine the absolute series
convergence of the nth power.
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PENDAHUL UAN artinya jumlah tak berhingga dari dari
suku-suku barisan a, menuju nilai tertentu
tetapi jika lim,_. S, tidak ada atau
menuju nilai tak hingga maupun negatif
tak hingga maka deret tersebut disebut

Deret tak hingga merupakan
penjumlahan tak berhingga dari elemen-
elemen suatu Dbarisan Dbilangan riil.
Misalkan (a,) barican bilangan riil maka:

divergen.
Zan = Gt T Deret tek hingga mempunyai
- bermacam bentuk mulai  dari  yang

disebut deret tak tak hingga dari barisan sederhana seperti: deret aritmatika, deret
(an). Selanjutnyz jika S; = a., S, = a; + geometri dan deret-p, sampai pada deret
as, ...,Sp=a;+a,+ ..+ a,, maka yang tidak sederhana, seperti :
S, disebut jumlah parsial ke n dari deret oV gyt
tek hingga Xi"a, Ha utama yang H;LESEI‘G'[ berbentuk : )
berkaitan deret tak hingga adalah 22 9242 22422
menentukan  apakah  suatu  deret 32 3252 T3zgez T
konvergen atau divergen. Jika deret Untuk deet deet sederhana

tersebut konvergen maka lim,,_,, S,, ada, seperti deret aritmatika, deret geometri
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dan deret-p ,biasanya dengan mudah
dapat ditentukan karena sudah ada
formulanya yang baku yang langsung
dapat diterapkan sehingga hasilnya
sekaligus dapat  ditentukan  apakah
konvergen atau tidak . Tetapi jika deret
tersebut tidak dalam bentuk sederhana
maka untuk menentukan
kekonvergenannya perlu suatu analisis
dahulu terhadap bentuk dan polanya
kemudian baru memilih formula (tes
konvergensi) yang cocok yang sesuai
dengan karakteristik masing- masing tes
konvergens.

Beberapa tes konvergensi yang
dapat digunakan berkaitan dengan
menentukan kekonvergenan deret tak
hingga antara lain : Uji banding, Uji rasio
atau uji rasio mutlak,uji integral, uji
Kummers, uji Bertrand-DeMorgan’s, uji
Gauss’s, uji akar Cauchy’s, uji Dirichlet
. Pada masing- masing uji konvergensi
mempunyai  karakteristik tertentu dan
mempunyai  penurunan rumus yang
berbeda- beda. Beberapa uji konvergensi
diatas sudah sangat sering digunakan,
maka pada penelitian ini penditi
memfokuskan pada uji konvergens : Tes
D’Alembert, Tes Raabe, uji, uji Gauss’s,
Tes akar Cauchy’s, dan Tes Logaritma.
Rumusan masalah dalam penelitian ini
adal ah: “bagaimanakah perbandingan dan
karakteristik Tes konvergensi: Tes
D’Alembert, Tes Raabe, uji, uji Gauss’s,
Tes akar Cauchy’s, dan Tes Logaritma
-

Beberapa deret tak hingga yang sering
dipekai adalah :

1 Deret geometri berbentuk :
Sp=a+ar+ar®*+-+ar™?!
Jumlah n suku dari deret geometri

adalah
a(l-r")
S, = —
" 1—7r
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jikalr] < 1, maka untuk n — oo
akibatnya r™ = 0.

Jadi S, = 2N - &
- 1-r 1-r
di mana.g # 0 disebut deret geometrik .
(Stroud.KA ;
hal .46)

Depat ditunjukkan bahwa sebuah deret
geometrik konvergen dengan jumlah S

a

=1 Jika|r| < 1, tetapi divergen jika |r]
> 1.

2.Deret tak hingga deret-p berbentuk :

e SR . TSN
kT 2P 3P 47

Maka: (i) deret akan konvergen jika
p >1
(i1) deret divergen jikap <1
(E.Purcell;hal .46
)
Selanjutnya akan diuraikan sifat-sifat
deret tak hingga:

s v'v}
() Seay=cdau

= =1

o) o

(H) E({J;\. o bﬁ.} -— Eﬂk o kz\_-hk‘

= k=1

Definisi 1.
Deret takterhingga konvergen  dan
mempunyai jumlah S jika barisan
jumlah-jumlah parsia { S, } konvergen
menuju S. Jika { S, } divergen, maka
deret tersebut divergen. Deret divergen
tidak mempunyai jumlah.
(E.Purcell;hal.74)
Perhatikan deret geometrik a4+ ar +
ar?+ -+ ar™! + ...sekali lagi. Suku
ke-n dari a,dinyatakan dengana,, = a™ L.
Contoh 1 menunjukan bahwa deret
geometrik akan konvergen jika dan hanya
jikalim,,_,4 a, = 0.

Berikut adalah beberapa teorema
berkaitan kekonvergenan deret tak
hingga.
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Teoremal.Uji  Suku  ke-n  untuk
Divergensi

Jika deret Y;_;a, konvergen, maka
lim,,_, a, = 0. Secara ekivalen, jika
lim,,_,o, a, # 0 atau jikalim,,_,, a, tidak
ada, maka deret tersebut divergen.
(E.Purcell;hal.75)

Bukti : Misalkan S, adalah jurnlah parsial
ke-n dan lim,_,, S, = S. Perhatikan
bahwa a, = S,, — S,,_;. Karena

lim,_, e Sp—1 = lim,_, S;, = S, maka

lim a, = lim S,
n-coo n—=co

—limS,,=S-5S=0

n-ooo

Pandang deret harmoikberikut:

Zl L 1+
n 2 3 +n

n=1
Menunjukan bahwa hal ini tidak benar.
Dapat dilihat dengan jelas bahwa
lim,,,0 @y = lim,,_,,(1/n) = 0.
Walaupun demikian, deret itu divergen,
sebagaimana yang akan diperhatikan
berikut ini.
Contoh :  Deret harmonik adalah
divergen.
Misalkan jumlah n suku deret harmonik

3 |

Maka Se =Yy~ = co. Jadi deret
harmonik ¥, - adelah divergen.
Berikut sifat-sifat deret konvergen :
Jka Y7 ,a; dan Y2, b;keduanya
adalah konvergen dan ¢ sebuah konstanta
maka:

(i) Ifica

(i)  XZi(a;i +by)
adalah konvergen. (E.Purcdl; hal.77)

Teorema 2

E-ISSN : 2549-7464, P-ISSN : 1411-3724

Jika Y, ., a, adalah deret dan entri-entri

non negatif dan

Sp=a;+a,+ ..+ a, maka

(). Xn=1a, konvergen jika barisan (S,,)
terbatas

(i) Yo—q,a, divergen jika barisan (S;)
tidak terbatas. (Wasan;
hal .56)

Teorema 3
Misalkan 0 < a,, < by,
Vn=m, dimana m bilangan bulat
positif, maka:
(i) X5, b, konvergen maka Y.°_, a,
konvergen
iy a,divergen makaY - by
divergen.(Wasan;hal.56)

Teorema 4 (Tes Perbandingan Limit)
Misdkan a,, b, > 0,Vvn =1 dan
lim,,_, o ;—: = L, dimana L adalah bilangan
rea positif, meka Y.y ,1 @y dan Yo, by
keduanya konvergen atau keduanya
divergen.  (Wasan; hal.57)

Bukti :

Karena limn_m;—: =L, pilih e = g > 0.
maka ada bilangan bulat positif m
sehingga setiap n >m , 3—:—L| <§

L . o0
maka 0 <= < 28 < 2L,
2 by 2
. b Lb
Akibatnya : O an < i,
2
Dengan teorema perbendingan maka

kesimpulan terbukti.

Teorema5. Uji Integral .

Misakan f adalah fungsi yang kontinu,
positif, dan tak menaik pada selang [1, o)
dan andaikan a; = f(k)untuk seluruh
bilengan bulat positifk. Maka deret tak
hingga : Y., a, Kkonvergen jika dan
hanya jika integral tak waar
flmf(x)dx konvergen.
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Contoh penggunaan uji integral pada
pembuktian deret-p.

% I I l

1
;2%;;;'" 1 + 5; T'EF + EF-# -

Maka : (i) deret akan konvergen jika
p >1

(11) deret divergen jikap <1
Bukti : Jika p >0 , maka fungsi
f(x) == adaah kontinu, positif, dan

xP
ok naik pada [1, ) dan  f(k) = —.
Maka menurut uji integral , Znﬂxip
konvergen jika dan hanya jika
lim,_, f:x'p dx ada.

- t sisa L xl'p t
Jka p=#1, J, %7°Fdx __[E]i
_ti"P
=
Jika p=1, [ x"dx = [Inx]{=Int
Karena lim;_, t*7 =0 jika. p>L dan
lim, o t17P = oo jika p< L.

Karena.  lim;_e Int = o0, kita dapat
menyimpulkan bshwa deret p konvergen
jika p>1dandivergenjika 0 <p < 1.
Jika p <0, maka -p > 0 sehingga suku
ke-n dari deret adalah ;:; = n P
Maka lim,_, n"P = 0, sehingga deret
divergen. Sedangkan jika p=1, maka yang
terbentuk adalah deret Harmonik yang
divergen.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan penelitian
dasar. Metode yang digunakan adalah
metode deskriptif dengan menganadlisis
teori-teori  yang relevan  dengan
permasdahan yang dibahas dan
berlandaskan studi kepustakaan.

Langkah-langkah dalam menjawab
permasal ahan adalah sebagai berikut:

1. Mencari teori-teori yang berkaitan
deret tak hingga dan kekonvergenan

2. Menghubungkan teori-teori yang ada
dengan permasalahan penelitian.
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3. Mengkgji perbandingan dan
karakteristik masing- masing uji
konvergensi: , uji Kummers, uji

Bertrand-DeMorgan’s, uji Gauss’s, uji
akar Cauchy’s, uji Dirichlet

4. Melakukan pembahasan dan
interpretasi  dari pembahasan yang
telah dilakukan

HASIL PEMBAHASAN

Akan dibahas beberapa tes
kekonvergenan yang khusus yang
memuat bentuk akar etau yang memuat
fungsi logaritma.

1.Tes Rasio (D’ Alembert’s Ratio test)
Misalkan 1immma“—“ =L, maka:

a. Jkal > 1 makaY -, a, konvergen

b. JikaL <1 maka) -, a, divergen

c. Jka L = 1 make. Yo-;a, tidak ada
kesmpulan

d. JkalL = comaka},-; a, konvergen

Bukti:

aMisakan L > 1, makal — | > 0, pilih &> 0

E)

L-1>s>0makaR =L-¢&>1.
Karena lim,_ a:ﬁ =L, maka 3 K
eN 3vVn= K

Ay

a“~L|<s<—>R:L—£< <L+
An+1 Untq
£
Jadi —% S R, .. 21 S Rvn=K
) Aje+1 an
Akibetnya:  ap > ag41R > ap2RR >
. > a,R"k
sehingga.diperoleh: :—k >Rk vn>K
an 1 "
atau — <:__:E
ak R?l
akRR akRk

an < RN « Z'?l}=1 an < Z;o:l R
_ Ryl

_:Sgélak}? (EE)

Kaena R > 1 maka Y-

konvergen
konvergen.

akRk
RN

akibatnya Y.,_;a, juga.
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Misalkan L <1 maka 1-L >0, Pithe=1-L >
0 atau L + & =1

Karena I1mn_>ooa =L, maka 3IKEN>
n+1
¥Yn = K berlaku : = —L|<£<—> L—
= an4q
e<—<L+e=1
An+1

Dari pertidaksamaan sebelah kanan

diperoleh :a, < a,+1

Karena barisan a, merupakan barisan

naik dan positif maka lim,_. a, # 0

sehingga dapat dismpulkan Y-, a,

divergen.

c) Misakan L=1.

Pandang: (i) L5, ~

Pandang:

. an __

llmn_,mm

Z,"f:li divergen.
(i) Zey =

Dan

lim 2~ lim A e1)?
n->oo an+1 n—>CO n 1

)= 1
dan).;-, n_2 konvergen

Dari (i) dan (i) terlihat bahwa untuk L=1
tidak memberi kesimpulan apakah deret
konvergen atau divergen.

d). JikalL = oo, yaitu: lim,,_,—2 =

An+1

Dari definisi limit tak hingga , maka
38> 1,3K €N 3 n+1>ﬁ, vn =K
ag > Bagyr > BBagsz >+ > a7
Sehingga diperoleh : a;ik S
atau a, < asz

Karena f > 1,maka —>f?-< 1 , maka

n
Yo ai Bk (%) konverger.
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Contoh Tentukanlah kekonvergenan

w28
dtifet Zﬁ=1 —]
2™ (n+1)!

an
Jawab : lim,,_,,, ——
fn+1
. n+
:llmn_,m—z— =o00>1

Berdasarkan tes Rasio maka deret

= limy —

Z';’{:l% konvergen.
2. Tes Raabe (Raabe’s Test)
Misakan a, > 0,vn € N,

an
lim n( - 1) =L
noeo \ln+1
a. JkalLeR maka: (i) Yr~; a, konvergen
jika L>1, (i)Ynh=1a, divergen jika
L<1 dan (iii) Tidak ada kesimpulan
jikaL=1
b. Jika L = «, maka ).;;—; a, konvergen
c. JkalL = —o, maka};,,-; a, divergen.
Bukti :
a JkalL bernila Real.
(i) MisakanL > 1.

Karena L>1 . Ambil & = 5;—1 > 0.
LLEE 1) =L maka

Karena limn_,r,;.n( =

dm e N 3 Vn 2?:1”
Maka |n( ’m 1) — Ll < &, sehingga

L —e<n 1)<L+£.

An+1

Dari ruas kiri yaitu L —e<n (aan - 1)
n+1

L+1

maka—= < n( o 1).

ﬂ-‘,rl:i-l
Jika kedua ruas d1kurang dengan 1 maka
di peroleh p=ite (a ) —

Maka ganp4q <nap —(m+ 1)apyq, V0 2
m.

Untuk,,
(Mm+ D41, 0me2 < M+ 1)dp4q —

N>M, Ay 1 < My —

[o a] [o a] 1 i
Karena V=1 <Xn=1 W B" (E) (e Dtpgzs + s
sehingga, berdaserken teorema gan < (n— Dam-1) ~ nay .
perbandingan maka disimpulkan Jika masing-masing pertidaksamaan
Y _, a, konvergen. ditambahkan maka diperol eh:
Dewi Murni Hal 150
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(@41 + apya + .+ a, <ma, —
na, < ma,, karena na, > 0.

Untuk n>m, Qiivi F gt e+
m

an < (7) am

Miselkan S, =a; +a, + .. +a,

maka Sa—8w = Qngi + Bngz +

. ta, < (g) Am
Akibatnya S, < S, + (%) .-
Jadi barisan (S,,) edeleh terbatas diatas,
untuk setiap n>m, maka menurut teorema
5 maka}.;_, a, konvergen.
(1)  Jika L < 1, Pilih &€ > 0 dengan
e=1-LataulL + & =1. Karena

limn_m:n( fn_ _ 1) =L maka 3ImeE

An+1
N3avnz=zm
Maka |Tl An+1 )_L| =&
sehmggaL—£<n( e 1) <L+te=

1
Dari pertidaksamaan ruas kanan yaitu:

tn _ y
n (an+1 —~ 1) < L + ¢ =1, diperoleh

a 1
( n_1)<_(_) an

An+1 n An+1
n+1
<
L a
Jadi untuk n>m, <
5 Am+1
m+1 a n+ An-
'rr+1< ,...,n1<
m An +2 m+1 an
n
n—-1
. A n
Sehingga — < = atau a, >
ay w
1
(mam);-

Karena Z?’;:li divergen maka Y. ;- an
divergen
(i) Jika L=1. Ambil ¥7_;~. maka

An+1 )

Ay = i sehingga lim,,_,, n(

1 dinlana2ﬁ=1i divergen. Selanjutnya
. 2 1
ambil puIaZ'nﬂm . Maka
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Un = Zhogy™ sehingga llmn_,,,n(

1) = 1 tetepi B 2

Dari kedua contoh deret disimpulkan

bahwa L=1 tidak memberi kesimpulan

kekonvergenan.

b. Jika L =0 , ambil =2 >0, maka

Im € N 3 Vn > m,maka n(“" —1)>
Ant1

2, Dari kasus 1 ambil € = 2, Untuk n>m,

A1t Apiz + o+ 0y < (%) am

Misalkan S,, = a; + a, + ... + a, meka

5v = s ( ) s P

Akibainya S, < S,, + (%) Q.

Jadi barisan (S,,) edelah terbates diatas,

untuk setiap n>m, maka menurut teorema

5 maka ),,,_; a,, konvergen.

c. Jika L=—co. ambil =1 € R, maka

ImeN3IVn=m,

an+1
konvergen.

a . "
meke. n( - — 1) < 1. Dari sini
An+1
1 a. n+1
dlperoleh( ) <o << —
An+1 n am.i n
a m+1 ap,
Jadi untuk n>m, e , il <
an +1 m Am+z
n+2 apn—1 n
n+1’ 7 oan n-1

¢ - Bm B 2
Sehingga: . <— ataua, > (may,) ~.
& 1 .

Karena Z';;:l; divergen maka

Yn=1 ay divergen

Contoh:
2.4.6 2.4.6.8
Diberikan deret : = + et x? +
(x >0)
Tentukanlah kekonvergenan deret
tersebut.
Jawab

Misalkan suku ke-n dari dari deret adalah

2.4.6, ..(2n+2) n
n = 357. (2n+3)
an_ _ (@n+5)1 _ (H%)l
Any1  @n+d)x (1+;—n) x
an 1

sehingga limn_ma— ==
n+1

X

Pandang :
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Berdasarkan teorema rasio : Y,_; dp,
konvergen Jjika
i =71 dandivergenjikai <1,
akibatnya. deret konvergen jika x< 1 dan
divergen jikax>1.

Maka untuk x = 1, maka pakai teorema

Raabee,
an
limn( —1)
n=w Ay
Pandang B ss maka
an+1 2Zn+4

lim;,n = 1)=E
an+1 2
Karena nilai limit kecil dari 1 maka deret
divergen.
3. Teslogaritma (Logarithmic Test).
Misalkan, a, > 0,
Vn € Ndan lim nlog o
n—2m An+1
1. JkaLeR maka: (1) X, =, a, kanvergen
jika L>1, (ii)Yn=1a, divergen jika
L<1 dan (iii) Tidak ada kesimpulan
jikaL=1
2. Jika L = 0, maka ),-; a, konvergen
3. JkalL = —c0, meka };,—; a, divergen.
Bukti :
1.(i) Misdkan L > 1. Pilih &> 0
sehingoap = L-&> 1

Karena llmn_,mnlog =L, maka
An+1

ada Dbilangan asli m sehingga
—Ll<e¢

=L

vn >m berlaku|nlog —
An+1

ateu

D
maka e /n <

Selanjutnya —<Iog

An+1
. Barisan ini adalah barisan nak.

an

An+1
Barisan ((1+i)”) adalah barisan tak
turun yarig konvergen ke- e, schingga
Iin
(+D ) <e.
Pandang

_)n p/n)<enfn<

(a+r)= (a+

an+1
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O
Maka a“ > ()P =4 . Misalken
:n+1

= @ dan by = ()"

n+1
Meka untuk setiap n = m.

ﬁn>bn

an+1 bry1 )
Jadi untuk n>m, maka &> 2%

an bn

s I (%:mn-) by,
Jka p >1 meka Yyibn = Yo
adalah konvergen.
Maka berdasarkan uji banding manaka
Yn=1 a, adalah konvergen.
(i) Misalkan L < 1. Piih &>
0 sehingga 1 — L = eataul + 1 = ¢.
Karena lim,_,, nlog

[#2
™ = I, maka ada
An+1

bilangan asli m sehingga untuk setiep
n=m

Maka nlog -L . akibatnya
aptq
nlog—<L+¢=1 maka log —
an+1 An+1

1/n.
Selanjutny n ¢ ==

| 1-1/n  n-1
(karenal/n<1)
an—1<i—1=i dan
An4+1 n—1 n-1

. n 2 .

lim;, 1 e 1) < llmn_ma =1

Berdasarke. tes Raabe, maka Y,-;an
divergen.

(iv) Misalkan L = 1. Tidak ada kesimpulan.

Contoh : Tentukan kekonvergenan dari
deret :

o1 n . dengen ap = £R5%, x>0
_ @+ (n+1) 1
Jawab Pf?dang, dnes  ml (@emyntl g
n
_(@mttta ——Maka

@+n)nt x (1+-—)n+1 x
_‘llnl 1 ] - 1
n—w (l+n+'_1)n+1x =

Berdasarkan tes rasio:  Yog—qQn
konvergen jikai >1 atau x <le,

li n
1m
W0 e An+1
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dan), -, a, divergen jika :}x« <1
atau x >1/e.Jika x =1/e, maka

an 1 1 e
An+1 (1+ :?)THI X (1 + ni_l)n+l
nlog — = nlloge
an+1
. n +11 ]
= n[l- (ntD)log (1 + ;_—1)] =n
1 1 1
[1- (D) {5 - 2n+1)2 | 3(m+1)® 3
B 1 1
_n[l-l+2(n+l) T 3(n+1)2 + ]

n

:2(n+ 1) 3(n+1)?

Meka lim,,_,, nlog

an

=11
An+1 2
Jadi Y.5—; a, konvergen.
4. Tes akar ke-n Cauchy.
Misalkan a,>0 vneN dan
lim e (@n) /n =L, maka:
1. Jika Le R: (i) Jka L < 1 maka
Yn=1 an konvergen, dan
(i) JkalL > 1 maka
Yin=1 a, divergen
(iii) Jka L = 1, maka
tidak memberi kesimpulan.
2. Jka L = o maka Xn-;Qp
divergen
Bukti:
(1). Jika L < 1, pilih &> 0 , dengan
e<l-L maka L+e< [, misalkan R = L
+E< 1.

Karena limn_,_.x.,(an)l/n =[. maka ada
bilangan bulat positif m sehingga
Vn>m

|an1/n e L|<e oL—e<

(a)/n <L +e=R

Pandang, (a,) n <R > @i < R®
dan R < 1

Karena Ygp-1@,<Y>_4R" dan
Yo R konvergen maka

berdasarkan teorema perbandingan
dissmpulkan ),,_, a,, konvergen.
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(i1). Jika L > 1, pilih e>0 sehingga L. — 1
>g> () Misalkan r = L — e>1. Karena
lim,,_,., (an)l/ " maka ada k € Z sehingga
vn >k maka :|an1/" - L| <eg=L-

€< (an)l/ﬂ< L+e. Sehingga r<
an1/ n maka 7r" < a,. Karena r>1
maka  Yj_,7r™  divergen, akibatnya
Yin=1 an divergen.

(if7) Jika L=1 , makalim,_,..(a,) /™ = 1.
Pandang kasus berikut:

1{?1

makalimy, e, (i) =1,
b. Yn-1— makalim,_,., (ﬁ)l/n =1

1

y=()"  maka

Bukti: Misal -
Y 1
. ()
Pandang: lim,,. Iny = limy_,—* =

sehingga
Inlim,_,,y = lim Iny = O0Maka

n—w

1
lim,,_,—-=0.
n—om -

/
lim;,_e (ﬁ) M Bty =e® =1
Dengan cara. yang same. diperoleh
1
. 1\ /n
lim,,_,0 (;5) =1
Dari (a) dan (b) dpat disimpukan bahwa
jika L=1 , maka tidak ada kesimpulan
konvergensi.
(iv)yKasus L = . lim,_.(a,) n = o0,
artinya Ja > 1,3k EN3Vn=>k -
(@) /n>2— a, > 27
Berdasarkan teorema perbandingan :
Zi:l an < Z:l:l zn dan Z:l:l zn
divergen, maka. ).,_; a, divergen
Contoh : Tentukanlah kekonvergenan dari
deret :
1
nn
n=1
1’ 1 lxn 1
Jawab: Pandang, a, /' = ——) = &

nn
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Jad, 1My, se(@y) /7 = limp = =0 <
1

Berdasarkan teorema ... maka Zﬁ;lnin
konvergen. Karena Y,_,a, = Z*;;;lniﬂ
maka ), ;—1 a, konvergen
5. Tes Condensasi Cauchy’s (Cauchy’s
Condensation Test)
Jika (a,) barisan bilangan real positif yang
tidak naik, maka deret:
Yn=1a, dan Y;_;2"a,n Samasama
konvergen atau sama-sama divergen
Bukti :
(). Misakan Y;_;2"a;» konvergen,
akan  ditunjukkan  Y}_,a, juga
konvergen.
Karena Y7_,2"a,n konvergen maka
jumiah m barisan } 5" 2" a,n terbatas di
atas, artinya: Elk >0danm =0 3
ZE:l 2" apn< k
Karena (a,) barisan tidak naik, maka kita
mempunyai:
a1 < ap,a; +az < a, +a; = 2a;
aq +as +ag +a; < 4ay, dan
seterusnya.
Maka diperoich: ) 22 1 1:::1?,I = Y a2,
Dan Sm = Zn=10an SZ%&T an =
Yn=12" apn< k.
Berdasarkan teorema 5 Karena jumlah
parsial S, dari deret terbatas maka
n—q a, konvergen.

(i) Misalkan }3;,_; 2™ a,n divergen, akan
ditunjukkan );,_1 a,, juga divergen
Karena Y,_,2"a,»  divergen, maka
berdasarka terema 5 maka m jumlah
parsial Yoe, 2™ a,n tidak terbatas
diatas.

Artinya diberikanfs > 03m €

Y™, 2Man > 28 +

Karena (ap) barisan bilangan real
positif yang tidak naik maka :

az + a4 2 a4 + a4 = 2a,

as +ag+a;+ag =ag+ag+

ag + ag = 4ag, dan seterusnya.
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Secara umum: Vn = 1,a,n,, +
Apnyny + ... + ayne1 = 2Ma mn
Pilih : n>2™" | sehingga:
n
Zak =aq+a+ ..+a,
k=1
=0, +az;+ ..
> a; +a, +2a, + 4ag +
+ 2’"a2m+1

+ a,m+1

=

~[2a; + 4a,
8a3+ . +2m+1(1 m+1]

m+1

DlperO]eh Jumlah Sm parsial dari
Yo—qanytidak terbatas maka Y-, a,
divergen.

Contoh: Tunjukkan Y.;—4 nip
(i) Divergen jikap<O
(i) Konvergenjikap>1
(iii) Divergen jikap<1
Jawab: Menggunakan tes Condensas
Cauchy’s
@) Jika p<0 maka 1/nP = n™> 1,
vn > 1, maka limn_,oo;:; * 0.

od

PR
Maka Zﬁﬂﬁ divergen
(i) Misdkan p>0. Barisan ()
merupakan barisan tidak naik.
MiCalkan an =
n s 1-
2 Zn)p = (27P)".
Maka ».;-o2"a,» merupakan deret
geometri dengan rasio r=(217P)"
Sehingga deret akan konvergen jika
r=(217P)"< 1yaitujikap>1.
Akan divergen jika r=(217P)"> 1 yaitu
jika p<1, (terbukti).
Contoh :

Buktikan deret divergen Vp € R
Bukti : Berdasarkan teorema 1 jika p<O

& 1 .
maka Zn:z—(logn)p divergen.

Znazn =

Diberikan deret Y_, (Toﬁ .
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. T
Misalkan a,, = dogm?" Untuk n=>1,

; n _ on —
Misalkan 2"ayn = 2 (1ogzn)p‘) =

20 12"
nP (log 2)P (log 2)?5’ n?
Misalkan b, , maka s
» v bp1

2" (n+1)P
WP pn+l _'_(1 +_)p

Make, lim,_.. bb = E< 1. Berdasarkan

tes rasio, Y n=o bn dn/Ergen.

Berdasarkan tes kondensasi maka

Y 2man  divergen  mengakibatkan
an 1

Zn:l an = En 2 (logn

Contoh: Misalkan a,, > 0, Vn € Ndan
a’ﬂ,

dwergen

anta
n* 4+ An*~1 + Bn*2 + .
K+ ank 1+ bnk2
Dimana k adalah bilangan bulat
positif dan k > 2.
Tentukan syarat kekonvergena

deret tersebut:
Jawab :
Karena limn%fi =1, maka
n+1
berdasarkan tes rasio D’Alembert
maka tidak ada kesimpulan.
Pandang, (aa“ - 1) ==
[(A—a)nk"1+(5—b)nk' ]
nkyank-l+pnk-2+ .
Maka lim,,_, n( ) =A—a
An41
Menggunakan tes Raabe’s:

Ym—1a, konvergen jika A >a+
1 dan divergen jikaA<a+1.
6. TesKonvergens Deret Fungsi
Kriteria Cauchy:
Misakan (f,,) adalah barisan fungsi pada
D subhimpunan dari himpunan Real
konvergen ke f. Deret Y;_,(f,)adalah
konvergen seragam pada D jika dan
hanya jika untuk setigp > 0, ada M(¢)
sehinggajikam>n> M(e) , maka
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|fa+1(2) + frsz(X) + frps(x) + ..

+ fn(x)| <e,¥x €D
Tes Weiestrass
Misalkan (M,) adalah barisan bilangan
real positif sehingga |f,(x)| < M, Vx €
Dn € N.
Jika Yo-1(M;) konvergen maka
Ym—1(fn)konvergen seragam di D.
Bukti :
Misalkan m > n, dan |f,(x)| < M, Vx €
D,
maka kita mempunyai: |fp4q(x) +
fr2() + o+ () [<Mpyq, + Mo +
ot My,
Karena Yr-1(M;) konvergen maka
barisan (M,,) terbatas , akibatnya barisan
subbarisan dari (f) juga terbatas.
Sehingga barisan }';,— (f,,) konvergen.
Tes Integral
Misalkan f fungsi turun dan positif pada
himpunan { t : t =1}. Maka deret
Yn=1(fn) konvergen jika dan hanya jika
integral tak wajar :
[ f®)dt = lim,_o{f]' f(£)dt} ada.
Dalam kasus fungsi konvergen, misalkan
jmlah parsial S,, = Y3-,(fx) dan jumlah
jumldh seluruhnya s =Y _ 1(fk) maka

fdt<S-5, < f f(t)dt.

n+1
Bukti:
Karena f positif dan turun pada interval
[K, k-1] maka ;
k
fy<s | f@Odt<flk—-1)
k-1

begitu juga f(k—1) < fkk_lf(t)dt <
f(k — 2) dan seterusnya.Untuk k = 2, 3,
4, . . .n. dan menjumlahkan masing-
masing pertideksamaan maka diperoleh :
Sa=f() < [} f(©)dt <51,

Dengan mengambil limit dari
pertidaksanaan  diatas meka diperoleh
kesimpulan : Jika lim,_,,S, adamaka
lim,, o[ [, £(£)dt] ada dan
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jika lim,_,S, tidak ada maka
lim,, o[ [, £()dt] juga tidek ada
Misalkan limitnya ada, maka untuk k =

n+1, ...,m dan menjumlahkan masing-
masing pertidaksamaan, maka diperoleh :
m
Sm— S < ft)dt < Spi— Sa
n+1
Dari kedua pertidaksamaan diperoleh
bahwa ﬂjjf(t)dt SSp—8, <

f:n f(t)dt. Dengan mengembil m — o«
maka diperoleh:

fdt<S—5, =< J f(t)dt.
n+1 n

Contoh: Tentukan kekonvergenan deret:
Z';;lnip.Karena f(t) =tip adalah fungsi
positif dan turun maka gunakan tes
integral.Untuk p= 1 maka fln ;Ldt =
log(n) — logl.Makalim,,_,,, flnt—l-dt =~

. ni

Untuk p #1 , maka lim,_,, fl Sdt =
g, [ 7= (17PHY] =

1 | =i
rp[n P+l _1]

Maka deret konvergen jika p<l dan
divergen jikap>0

SIMPULAN. DAN SARAN

Karakteristik dari masing -
masing tes konvergensi adalah: Tes
Rasio D’Alembert lebih sering dipakai
karena lebih mudah penggunaannya.
Karakteristiknya: mudah dipakai pada
deret yang sukunya memuat bentuk: n!
, rmm , dan n» . Maka lebih mudah

menentukan nilai hmn_ma—”.: Tes
n+1

Raabe; biasanya dipakai jika pada tes

rasio diperoleh nilai limit
perbandingannya adalah 1sehingga tes
tersebut tidak memberikan

kesimpulan.. Jadi tes ini merupakan
pengembangan dari tes rasio. Tes
Logaritma, tes ini digunakan pada
deret tak hingga yang memuat bentuk
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logaritma. Keutamaan bentuk
logaritma pada deret ini adalah kita
dapat lebih menyederhanakan bentuk
aljabar, seperti bentuk pangkat dapat
dirubah menjadi bentuk perkalian
sedangkan perkalian diubah menjadi
penjumlahan dan bentuk pembagian

dapat dirubah menjadi bentuk
pengurangan.

Tes akar ke-n Cauchy, dapat
digunakan menentukan

kekonvergenan deret tak hingga yang
memuat bentuk pangkat ke-n. Dengan
tes kekonvergenan ini maka bentuk
pangkat dapat disederhanakan menjadi
bentuk lebih sederhana tanpa pangkat.
Akibatnya akan mudah menentukan
nilai limit akar ke-n. Tes kondensasi
Cauchy, dipakai untuk
menyederhanakan deret  dengan
bentuk lebih rumit menjadi deret yang
lebih sederhana yang memuat bentuk
2™ sehingga  berikutnya  dapat
digunakan tes Rasio, dan bisa dihitung
limitnya dengan cepat. Tes barisan
Fungsi: tes digunakan memeriksa
kekonvergenan deret dari fungsi pada
bilangan real.

A. Saran

Untuk menentukan kekonvergenan
deret tak hingga maka perlu dipakai
tes konvergensi yang tepat sehingga
dapat lebih  cepat  diketahui
kekonvergenannya. Untuk dapat
memilih tes konvergensi yang tepat
disarankan  untuk  mengetahui
terlebih dahulu karakteristik dari
masing-masing tes konvergensi
tersebut.
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